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Resumen

En este trabajo se desarrolla un sistema compatible de crecimiento en área basimétrica para masas regulares de Pinus
sylvestris L. procedentes de plantación en Galicia (noroeste de España). Para su elaboración se utilizaron datos de un pri-
mer inventario de 155 parcelas localizadas en masas poco o nada aclaradas de la especie en la zona de estudio, y de un se-
gundo inventario de 68 de dichas parcelas. El sistema consta de una ecuación de inicialización de área basimétrica y de
una ecuación de proyección de esa misma variable. La primera es una ecuación de crecimiento obtenida por integración
de una ecuación diferencial; la segunda se obtuvo a partir de la ecuación de inicialización expresando ésta en forma de di-
ferencias algebraicas. La compatibilidad entre ambas ecuaciones se aseguró estimando independientemente los paráme-
tros de la ecuación de proyección y sustituyéndolos en la de inicialización, procediendo posteriormente a un ajuste de és-
ta para estimar el valor del parámetro no común. Esta alternativa dio prioridad a la ecuación de proyección, en detrimento
de la ecuación de inicialización, pues se consideró que el empleo más habitual del sistema será realizar proyecciones de
área basimétrica a partir de unos datos iniciales obtenidos tras la realización de un inventario. El modelo que mejores re-
sultados proporcionó fue el de Korf (con el parámetro b1 libre), que explicó el 93,5% de la variabilidad total del área ba-
simétrica proyectada mediante la ecuación en diferencias algebraicas. Este modelo estima el área basimétrica futura em-
pleando como variables independientes el área basimétrica inicial y las edades inicial y f inal de proyección. La
correspondiente ecuación de inicialización explicó el 71,9% de la variabilidad del área basimétrica en un determinado ins-
tante en el tiempo, y en ella el parámetro libre se relacionó de forma inversamente proporcional al índice de sitio.

Palabras clave: crecimiento y producción de plantaciones, modelos empíricos, modelos con base biológica, ecua-
ciones en diferencias algebraicas, compatibilidad.

Abstract
Stand basal area growth functions for Pinus  sylvestris L. plantations in Galicia

A compatible basal area growth system was developed for single-species, even-aged Scots pine (Pinus sylvestris L.) stands
in Galicia (northwestern Spain). The data used to develop the system were obtained from an inventory of 155 plots located
in unthinned or lightly thinning stands and from a second inventory of 68 of these plots. The system consists of a function for
predicting initial stand basal area and another for projecting stand basal area. The former is a growth function obtained by
integration of a differential equation; the latter was obtained from the initialization function expressed as an algebraic difference
equation. Compatibility between the two equations was ensured by estimating the projection function parameters separately,
substituting their values into the initialization function, and then fitting this function to obtain the estimate of the remaining
parameter. This method of proceeding gives priority to the projection function, and was selected because it was considered
that the model projection would be used most frequently to estimate stand basal area from any given initial stand conditions
obtained from a forest inventory. The model that provided the best results was based on the Korf’s function (with b1 as free
parameter), which explained 93.5% of the variability of the stand basal area projected by the algebraic difference equation.
This model estimates future stand basal area using initial basal area and initial and final ages as independent variables. The
corresponding initialization equation explained 71.9% of the variability of the stand basal area at any point in time. In this
case, the free parameter was expressed as a multiplicative inverse function of site index.

Key words: growth and yield of plantations, empirical models, biological-based models, algebraic difference equa-
tions, compatibility.

* Autor para la correspondencia: udieguez@lugo.usc.es
Recibido: 28-10-04; Aceptado: 11-07-05.



Introducción

El número de pies y el área basimétrica por unidad
de superficie son las variables que se emplean con ma-
yor frecuencia para cuantificar la densidad de una ma-
sa forestal cuando el objetivo es predecir su creci-
miento y su producción en madera. Ambas variables
son muy útiles cuando se trata con masas no aclaradas
de una determinada edad y calidad de estación, aun-
que también son adecuadas para masas aclaradas en
las que se conoce en detalle la historia de los trata-
mientos selvícolas efectuados (Clutter et al., 1983).
Por tal motivo, uno de los elementos más importantes
en un modelo de crecimiento de masa es la ecuación
que estima el crecimiento en área basimétrica. Esta va-
riable está directamente relacionada con otras funda-
mentales como el volumen o el diámetro medio cua-
drático, y es una herramienta básica para planificar las
intervenciones selvícolas en las masas forestales. La
función de crecimiento en área basimétrica también
sirve de puente entre los modelos de alta y baja reso-
lución (modelos de árbol individual y de masa, res-
pectivamente), pues sus estimaciones marcan un valor
límite que no debe sobrepasarse con los modelos de
árbol individual (Gadow et al., 2001).

Las funciones de crecimiento en área basimétrica
deben poseer las siguientes características (Clutter et
al., 1983; Amaro et al., 1997b; van Laar y Akça, 1997):
(i) significado biológico, con un punto de inflexión
coherente y una asíntota horizontal razonable para eda-
des avanzadas, que se deben alcanzar antes en las me-
jores estaciones; (ii) invarianza, es decir, los valores
de área basimétrica predichos en un instante futuro a
partir de unas determinadas condiciones iniciales de-
ben de ser iguales independientemente del número de
pasos utilizados en su predicción; y (iii) sencillez, ya
que los modelos demasiado complejos y con muchas
interacciones entre las variables independientes pue-
den verse afectados por la existencia de correlación
entre las mismas, siendo por tanto inestables y pose-
yendo una capacidad predictiva inferior a la de otros
modelos más simples, incluso aunque el ajuste de es-
tos últimos a los datos experimentales sea relativa-
mente peor.

Los primeros trabajos sobre el crecimiento del área
basimétrica de las masas forestales utilizaron funcio-
nes que tradicionalmente se han clasificado como em-
píricas (al no considerar explícitamente la biología del
crecimiento) que, si bien pueden producir estimacio-
nes aceptables del crecimiento en área basimétrica,

pueden no cumplir todas las propiedades matemáticas
inherentes a una función de crecimiento. Sin embar-
go, en los últimos años se ha mostrado un mayor inte-
rés por los modelos en forma de diferencias algebrai-
cas obtenidos a partir de verdaderas funciones de
crecimiento derivadas de ecuaciones diferenciales, ya
que las ecuaciones obtenidas mediante esta metodo-
logía cumplen las tres condiciones mencionadas y per-
miten tener en cuenta las trayectorias observadas en
parcelas inventariadas al menos en dos ocasiones.

En general, una ecuación en diferencias algebraicas
tiene la forma:

[1]

donde y2 es el valor de la variable analizada a una edad
t2, e y1 es el valor de la misma variable a una edad t1.
En esta metodología se asume que las condiciones ini-
ciales (t1 e y1) contienen suficiente información acer-
ca de la trayectoria de crecimiento de la masa como pa-
ra poder realizar estimaciones con bastante exactitud
(Amaro et al., 1997a). No obstante, es posible conse-
guir una mejora de las estimaciones incluyendo ade-
más otras variables de estado (variables que permiten
describir adecuadamente el sistema en cualquier pun-
to del tiempo –García, 1988) en el instante inicial de la
proyección, como por ejemplo la altura dominante o el
número de pies por hectárea, o que se pueden obtener
a partir de ellas, como por ejemplo el índice de sitio.
En otros casos, es conveniente incluir también el valor
de dichas variables de estado a la edad futura de pro-
yección. Estos valores futuros se obtienen mediante una
función de transición específica para cada una de di-
chas variables, es decir, mediante ecuaciones diferen-
ciales o en diferencias algebraicas que describan su ta-
sa de cambio (García, 1988), como por ejemplo un
sistema de curvas de calidad de estación para proyec-
tar la altura dominante, o una función de mortalidad
para proyectar el número de pies. En general, no es ne-
cesario incluir en las funciones de transición variables
de control (variables que intervienen en puntos discre-
tos del tiempo, causando un cambio de estado instan-
táneo –García, 1988), como por ejemplo los trata-
mientos selvícolas de claras. Así, se pueden modelizar
los cambios de estado entre tratamientos sucesivos co-
mo una función solamente del estado actual, sin tener
en cuenta las variables de control (García, 1988).

En este trabajo la ecuación en diferencias algebrai-
cas se denomina ecuación de proyección, y su empleo
para realizar estimaciones de los valores futuros de la
variable dependiente para una masa que ha sido in-

y2 = f t2, t1, y1( )
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ventariada es directo. Sin embargo, cuando se preten-
de utilizar la ecuación en diferencias algebraicas para
proyectar el crecimiento de una masa forestal en la que
no se ha realizado un inventario, es necesario utilizar
previamente una función de inicialización que permi-
ta estimar el valor de la variable independiente y1 en
el instante inicial t1 en función de otras variables de
estado o derivadas a partir de ellas. Ambas funciones,
la de proyección y la de inicialización, deben de ser
compatibles, es decir, para una misma curva de creci-
miento en área basimétrica, deben proporcionar esti-
maciones iguales de esta variable independientemen-
te de la edad inicial empleada en la ecuación de
proyección. Para asegurar dicha compatibilidad es ne-
cesario que la ecuación de inicialización se corres-
ponda con la función de crecimiento a partir de la que
se ha obtenido la ecuación de proyección en diferen-
cias algebraicas, o viceversa (Pienaar et al., 1990;
Rockwood et al., 1997; Tomé et al., 2001). Además,
los parámetros comunes de ambas ecuaciones deben
tomar los mismos valores.

En España se han elaborado varios modelos de cre-
cimiento para las masas de Pinus sylvestris L.: García
Abejón (1981), García Abejón y Gómez Loranca
(1984), García Abejón y Tella (1986), Rojo y Montero
(1996), y Bravo (1998) desarrollaron tablas de pro-
ducción para las masas naturales de las principales eco-
rregiones existentes; Río y Montero (2001) desarro-
llaron un modelo dinámico de crecimiento para los
Sistemas Central e Ibérico, tanto para masas naturales
como para plantaciones; y Palahí et al. (2002, 2003)
desarrollaron un modelo dinámico de crecimiento de
masa y un modelo de crecimiento de árbol individual
independiente de la distancia para las masas naturales
en el noreste de España. En Galicia, estudios prelimi-
nares (Martínez Chamorro et al., 1997) mostraron que
el patrón de crecimiento de las plantaciones de esta es-
pecie era significativamente diferente al de las masas
del resto de España. Sin embargo, y a pesar de la im-
portancia superficial y económica de Pinus sylvestris
en Galicia (los datos del Tercer Inventario Forestal Na-
cional indican que este pino aparece como formación
forestal dominante en 63.195 ha —Xunta de Galicia,
2001—, con plantaciones de más de 55 años), todavía
no existe ninguna herramienta específica para su ges-
tión selvícola.

El objetivo de este trabajo es ajustar una ecuación
de proyección y otra de inicialización de área basimé-
trica para masas poco o nada aclaradas de Pinus sylves-
tris procedentes de repoblación en Galicia. Es nece-

sario explicar que al hacer referencia a masas no acla-
radas no se está asegurando que se trate de rodales en
los que no se haya efectuado ninguna corta de mejora
con anterioridad a la instalación de las parcelas, pero
sí se puede afirmar que estos rodales están en un es-
tado de alta competencia y que no han sido objeto de
claras en los años previos a su medición, ni en el in-
tervalo de tiempo transcurrido entre mediciones.

Material y Métodos

Datos

Los datos utilizados en este trabajo proceden de una
red de 155 parcelas que la Unidade de Xestión Fores-
tal Sostible de la Universidad de Santiago de Com-
postela estableció entre 1996 y 1997 para elaborar mo-
delos forestales de crecimiento. Dicha red de parcelas
está distribuida por las zonas en las que Pinus sylves-
tris está presente en Galicia, y trata de cubrir las dife-
rentes edades, densidades y calidades de estación exis-
tentes en masas puras y regulares de este pino
procedentes de plantación. El tamaño de parcela osci-
ló entre 625 m2 y 1.200 m2, dependiendo de la densi-
dad de la masa, para obtener un mínimo de 60 árboles
en cada parcela. En cada localización se tomaron da-
tos de edad y diferentes factores relacionados con la
fisiografía, la vegetación y el estado fitosanitario de
la masa. Además, se etiquetaron con una chapa nume-
rada todos los árboles de cada parcela y en ellos se re-
alizaron dos mediciones perpendiculares del diámetro
normal (a 1,3 m sobre el nivel del suelo), utilizando
una forcípula con graduación milimétrica. Asimismo,
se midió con hipsómetro la altura total de 30 árboles
elegidos aleatoriamente en cada parcela, y de la pro-
porción, en función de la superficie de la misma, de
los 100 pies más gruesos por hectárea con aspecto de
dominantes. Se anotaron también variables descripti-
vas de cada árbol, como por ejemplo si estaban vivos
o muertos, o si presentaban alguna deformación y de
qué tipo.

En el invierno de 2003 se remidieron 79 de las 155
parcelas instaladas inicialmente. El resto de parcelas
se descartaron por haber sido afectadas por fuego, por
haber sido clareadas muy intensamente, o por haber
desaparecido como consecuencia de la corta a hecho
de la masa en la que estaban localizadas. Aunque el
número de parcelas inventariadas por segunda vez se
redujo considerablemente con respecto a las del pri-
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mer inventario, las parcelas medidas en dos ocasiones
proporcionan una mejor información sobre el desa-
rrollo de las masas forestales, por lo que se conside-
raron suficientes para desarrollar un modelo dinámi-
co de crecimiento en área basimétrica para la especie
en la zona de estudio. De entre los 79 inventarios rea-
lizados en 2003, fueron excluidos de la base de datos
utilizada en el presente estudio los correspondientes a
parcelas sometidas a algún tratamiento selvícola de
clara del que no se obtuvo información sobre la ma-
nera en que fue ejecutado. Tras una comprobación de
errores y el análisis de las parcelas instaladas en con-
diciones extremas, el número definitivo de parcelas
empleadas en este trabajo se redujo a 155 del primer
inventario y a 68 del segundo.

Para cada inventario y parcela seleccionada se cal-
cularon las siguientes variables de masa: edad, núme-
ro de pies por hectárea, área basimétrica, altura domi-
nante (definida como la altura media de los 100 árboles
más gruesos por hectárea) e índice de sitio. Esta varia-
ble se calculó para una edad de referencia de 40 años,
utilizando el siguiente modelo para masas de Pinus
sylvestris en Galicia (Diéguez-Aranda et al., 2005):

[2]

donde H01 es la altura dominante a la edad t1, y H02 y
t2 deben reemplazarse respectivamente por el índice
de sitio y la edad de referencia.

En la Tabla 1 se muestran los valores obtenidos en
el análisis descriptivo de las principales variables de
masa de las parcelas seleccionadas en el primer y se-
gundo inventarios. Los datos utilizados se correspon-
den con valores de área basimétrica con corteza de los
pies vivos, ya que no se dispuso de datos de crecimiento

del espesor de corteza entre los dos inventarios, por lo
que las estimaciones de área basimétrica que se obten-
drán con el modelo considerarán tanto el crecimiento
en madera como el crecimiento en corteza.

Para realizar el ajuste de la ecuación de proyección
se emplearon los datos de los inventarios de las 68 par-
celas medidas en dos ocasiones, mientras que el ajus-
te de la ecuación de inicialización se efectuó con los
datos de los 155 inventarios realizados entre 1996 y
1997 y los 68 de 2003. Por último, es necesario desta-
car que en el ajuste de la ecuación de proyección sólo
se consideraron intervalos de crecimiento ascenden-
tes (de t1 a t2), ya que no parece muy lógica la utiliza-
ción del modelo para realizar estimaciones en instan-
tes de tiempo pasados.

Modelos analizados

El crecimiento en área basimétrica de un rodal re-
gular o coetáneo depende de su edad, de su densidad
(definida por el número de pies por hectárea o el área
basimétrica) y de la productividad de la estación
(Murphy y Farrar, 1988; Oliver y Larson, 1996). Sin
embargo, no todas las ecuaciones que han sido utili-
zadas para proyectar el área basimétrica consideran es-
tas variables conjuntamente.

En este trabajo se han analizado catorce ecuaciones
de proyección de área basimétrica (Tabla 2) y sus co-
rrespondientes ecuaciones de inicialización (Tabla 3).
Tres de ellas derivan de la ecuación propuesta por Clut-
ter (1963). Esta ecuación, expresada en diferencias al-
gebraicas, proyecta el área basimétrica a una edad de-
terminada en función del área basimétrica y la edad
iniciales, la edad de proyección y el índice de sitio, y
ha sido empleada con éxito en numerosos trabajos pos-
teriores (Clutter y Jones, 1980; Woollons y Hayward,

H02 = 51,39

1− 1− 51,39

H01







t1

t2








1,277
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Tabla 1. Resumen de datos de los inventarios empleados en el presente estudio

1er inventario (155 parcelas) 2º inventario (68 parcelas)

Variable
Media Máx. Mín.

Desv.
Media Máx. Mín.

Desv.
estánd. estánd.

t 32,7 48,0 12,0 7,8 39,7 55,0 21,0 7,8
N 1.433 2.720 600 425,5 1.247 2.112 580 340,0
G 34,3 74,2 4,2 14,4 44,6 72,6 16,2 11,3
H0 12,1 22,6 4,0 4,3 15,5 24,0 9,0 3,9
IS 15,1 24,1 7,0 3,9 15,8 22,6 7,3 3,1

t: edad (años). N: número de pies vivos por hectárea. G: área basimétrica (m2 ha-1). H0: altura dominante (m). IS: índice de sitio
(m, tref = 40 años).
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Tabla 2. Modelos de proyección de área basimétrica en forma de diferencias algebraicas

Autor Modelo

Clutter (1963)

Bennett (1970)

Souter (1986)

Pienaar y Shiver (1986)

Borders y Bailey (1986)

Pienaar et al. (1990)

Forss (1994)

Hui y Gadow (1993)

Bertalanffy-Richards (b0)

Bertalanffy-Richards (b1)

Bertalanffy-Richards (b2)

Korf (b0)

Korf (b1)

Korf (b2) ln G2 = ln b0 − b1t2

ln
ln G1 b0( )

−b1













ln t1













ln G2 = ln b0 +
t1

t2








b2

ln
G1

b0








ln G2 = ln G1 + b1 t1

−b2 − t2

−b2( )

ln G2 = ln b0 +
ln 1− e−b1t2( )
ln 1− e−b1t1( ) ln

G1

b0








ln G2 = ln b0 + b2 ln 1− 1−
G1

b0








1 b2











t2 t1













ln G2 = ln G1 + b2 ln 1− e−b1t2( ) − ln 1− e−b1t1( )( )
ln G2 = ln G1 + 1− b1H02

b2( ) ln N2 + b1H01

b2 − 1( ) ln N1 + b3 ln H02
− ln H01( )

ln G2 = ln G1 + b1

1

t2

− 1

t1







+ b2 ln H02

− ln H01( )

ln G2 = ln G1 + b1

1

t2

− 1

t1







+ b3 ln N2 − ln N1( ) + b2 ln H02

− ln H01( )

ln G2 = ln G1 + b1 ln H02
− ln H01( )

ln G2 = ln G1 + b1

1

t2

− 1

t1







+ b2 ln N2 − ln N1( ) + b3 ln H02

− ln H01( ) +

+ b4

ln N2

t2

−
ln N1

t1







+ b5

ln H02

t2

−
ln H01

t1











ln G2 = ln G1

t1

t2







+ b1 1−

t1

t2







+ b2 1−

t1

t2







IS + b3 ln N2 −

t1

t2







ln N1











ln G2 = ln G1

t1

t2







+ b1 1−

t1

t2








ln G2 = ln G1

t1

t2







+ b1 1−

t1

t2







+ b2 1−

t1

t2







IS

bi: parámetros a estimar. Los subíndices 1 y 2 que acompañan a las variables de masa hacen referencia a dichas variables a las eda-
des t1 y t2.



1985; Knoebel et al., 1986; Zarnoch et al., 1991; Río,
1999). Las ecuaciones de Bennett (1970) y Souter
(1986), también empleadas en este trabajo, son modi-
ficaciones de la Clutter en las que se reduce y aumen-
ta respectivamente el número de variables regresoras.

Otras cuatro ecuaciones utilizadas en este estudio
derivan de la propuesta por Pienaar y Shiver (1986),
en la que el crecimiento en área basimétrica se expre-
sa en función de distintas combinaciones de la edad,
el número de pies por hectárea y la altura dominante,
y que sirvió de base para varias modificaciones pos-

teriores (ver por ejemplo Pienaar y Harrison, 1988),
de las cuales se han utilizado tres: Borders y Bailey
(1986), Pienaar et al. (1990) y Forss (1994).

También se ha incluido la ecuación de proyección
de área basimétrica de Hui y Gadow (1993), que con-
sidera el área basimétrica inicial y el número de pies
por hectárea y la altura dominante en los instantes ini-
ciales y finales como variables regresoras.

Los seis modelos restantes son ecuaciones en dife-
rencias algebraicas que se derivan a partir de la for-
ma integral de las funciones de Bertalanffy-Richards
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Tabla 3. Modelos de inicialización de área basimétrica

Autor Modelo

Clutter (1963)

Bennett (1970)

Souter (1986)

Pienaar y Shiver (1986)

Borders y Bailey (1986)

Pienaar et al. (1990)

Forss (1994)

Hui y Gadow (1993)

Bertalanffy-Richards (b0)

Bertalanffy-Richards (b1)

Bertalanffy-Richards (b2)

Korf (b0)

Korf (b1)

Korf (b2) ln G = ln b0 − b1t
−b2

ln G = ln b0 −
b1

IS
t −b2

ln G = ln b0IS( ) − b1t
−b2

ln G = ln b0 +
b2

IS
ln 1− e−b1t( )

ln G = ln b0 + b2 ln 1− e−b1ISt( )
ln G = ln b0IS( ) + b2 ln 1− e−b1t( )

ln G = b0 + 1− b1H0

b2( ) ln N + b3 ln H0

ln G = b0 +
b1

t
+ b2 ln H0

ln G = b0 +
b1

t
+ b2 ln N + b3 ln H0

ln G = b0 + b1 ln H0

ln G = b0 +
b1

t
+ b2 ln N + b3 ln H0 + b4

ln N

t
+ b5

ln H0

t

ln G =
b0 + b1t + b2t IS + b3t ln N

t

ln G =
b0 + b1t

t

ln G =
b0 + b1t + b2t IS

t

Los parámetros que no aparecen en las correspondientes ecuaciones de proyección de la Tabla 2 son los parámetros libres, y el res-
to de parámetros son compartidos por las dos ecuaciones del sistema.



(Bertalanffy, 1949, 1957; Richards, 1959) y de Korf
(citado en Lundqvist, 1957). Un ejemplo del empleo
de este tipo de ecuaciones es el sistema de evolución
de área basimétrica desarrollado por Tomé et al.
(2001) para Eucalyptus globulus Labill. en Portugal,
desarrollado a partir del modelo de Korf, y en el que
se relaciona alguno de sus parámetros con diferentes
variables de masa.

La forma de obtener las ecuaciones en diferencias
algebraicas se ejemplifica a continuación para la fun-
ción de crecimiento de Korf, cuya forma integral es:

[3]

Considerando el parámetro b1 como libre, se obtie-
nen respectivamente para los instantes t1 y t2:

[4]

[5]

Igualando las expresiones [4] y [5] y despejando y2,
se obtiene la siguiente expresión en forma de diferen-
cias algebraicas:

[6]

La familia de curvas para esta ecuación en diferen-
cias algebraicas queda definida por los parámetros b0

y b2, pudiéndose obtener del mismo modo, y para es-
ta misma función de crecimiento, otras dos ecuacio-
nes en diferencias algebraicas considerando los pará-
metros b0 y b2 como libres.

Para mejorar las estimaciones de la ecuación de ini-
cialización de Bertalanffy-Richards y de Korf, que en
principio sólo dependen de la edad, y debido a la teó-
rica (y real) relación entre el área basimétrica en un
determinado momento y la calidad de estación, se in-
cluyó el índice de sitio acompañando al parámetro li-
bre utilizado para obtener las ecuaciones en diferen-

cias algebraicas. En las primeras fases de este trabajo
se incluyeron también otras variables como el núme-
ro de pies por hectárea y la altura dominante, aunque
no mejoraron significativamente las estimaciones de
la ecuación de inicialización.

Todas las ecuaciones de proyección tienen la pro-
piedad de ser invariantes independientemente del in-
tervalo de proyección considerado, siempre y cuando
las estimaciones futuras de las variables independien-
tes que forman parte del modelo se obtengan también
a partir de funciones invariantes y que, además, no se
produzcan alteraciones del estado de la masa durante
el intervalo de proyección, como por ejemplo las de-
bidas a la realización de claras.

Ajuste y selección de los modelos

Para ajustar las ecuaciones de proyección y de ini-
cialización de área basimétrica, manteniendo la com-
patibilidad entre ambas y teniendo en cuenta las tra-
yectorias de las observaciones de las parcelas medidas
al menos en dos ocasiones, se puede proceder de dos
maneras: (i) estimar independientemente los paráme-
tros de la ecuación de proyección y sustituirlos en la
de inicialización, procediendo posteriormente a un
ajuste de esta última para estimar el valor del los pa-
rámetros no comunes; o (ii) estimar todos los pará-
metros de las dos ecuaciones simultáneamente.

La primera alternativa requiere dar prioridad a la
ecuación de proyección, minimizando por tanto la su-
ma de cuadrados de los residuos de la misma, y for-
zando a que la ecuación de inicialización se ajuste con
los parámetros comunes fijos. La segunda alternativa
minimiza la suma de cuadrados de los residuos de to-
do el sistema, optimizando de manera conjunta las
ecuaciones de inicialización y de proyección. La elec-
ción entre una u otra alternativa depende del uso que
se vaya a hacer del modelo. Teniendo en cuenta que en
este caso el empleo más habitual será realizar proyec-
ciones de área basimétrica a partir de unos datos ini-
ciales obtenidos tras la realización de un inventario,
se utilizó la primera alternativa en detrimento del fun-
cionamiento de la ecuación de inicialización.

En un principio se consideró la realización del ajus-
te de los modelos empleando como variable depen-
diente el área basimétrica G2 a la edad t2; sin embar-
go, en muchas relaciones de este tipo los errores se
distribuyen siguiendo una distribución lognormal, por
lo que se decidió finalmente realizar una transforma-

⇒ y2 = b0

y1

b0





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t2





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


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

t2
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⇒
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



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t1
b2
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b0

y2





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t2
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⇒

y2 = b0e
−b1t2

−b2
⇒ b1 = ln

b0

y2








t2
b2

⇒ ln
b0

y1







= b1t1

−b2 ⇒ b1 = ln
b0

y1








t1
b2

y1 = b0e
−b1t1

−b2
⇒ ln y1 = ln b0 − b1t1

−b2 ⇒

y = b0e−b1t
−b2
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ción logarítmica para ponderar las observaciones y co-
rregir la posible presencia de heterocedasticidad.

La mayoría de los modelos descritos son intrínseca-
mente no lineales, por lo que la estimación de los pa-
rámetros requiere el empleo de un procedimiento ite-
rativo (Draper y Smith, 1981). En este trabajo se utilizó
el algoritmo de Gauss-Newton (Hartley, 1961), que es-
tá implementado en el procedimiento NLIN del paquete
estadístico SAS/STAT (SAS Institute Inc., 2004). Los
valores iniciales para comenzar el procedimiento de es-
timación se tomaron de los resultados obtenidos por
otros autores en estudios similares. En los casos en que
esto no fue posible se probaron diferentes valores ini-
ciales para asegurar que la solución obtenida fuese glo-
bal y no correspondiese a un óptimo local.

El análisis de la capacidad de ajuste de los modelos
se basó en comparaciones numéricas y gráficas. Así, a
partir de los residuos, se calcularon, los siguientes es-
tadísticos: el sesgo (E

–
), que evalúa las desviaciones sis-

temáticas del modelo respecto a los valores observados;
el error medio cuadrático (EMC), que analiza la preci-
sión de las estimaciones; el coeficiente de determina-
ción ajustado (R2

adj), que refleja la proporción de la va-
riabilidad total que es explicada por el modelo teniendo
en cuenta el número total de parámetros a estimar; y el
criterio de información de Akaike en diferencias (AICd),
que es un índice que se emplea para seleccionar el me-
jor modelo y se basa en minimizar la distancia de Kull-
back-Lieber (Burnham y Anderson, 1998). Las expre-
siones de estos estadísticos son las siguientes:

[7]

[8]

[9]

[10]

donde yi, ŷi e y
_

son, respectivamente, los valores ob-
servado, predicho y promedio de la variable depen-
diente (aunque los ajustes se realizaron considerando
como variable dependiente el logaritmo del área basi-

métrica, para calcular los estadísticos de comparación
se deshizo la transformación logarítmica y se empleó
directamente el área basimétrica); n es el número to-
tal de observaciones utilizado para ajustar el modelo;
p es el número de parámetros a estimar; k = p + 1; y σ̂2

es el estimador de la varianza del error del modelo ob-
tenido como:

[11]

Debido a que la bondad del ajuste no refleja nece-
sariamente la bondad de una predicción futura (Myers,
1990), sería deseable realizar una validación del mo-
delo con un conjunto independiente de datos (Kozak
y Kozak, 2003). Se han propuesto varios métodos pa-
ra realizar dicha validación cuando no se dispone de
un conjunto adicional de datos (p. ej., dividir la mues-
tra en dos grupos y utilizar uno para el ajuste y el otro
para la validación, emplear validación cruzada, etc.),
aunque generalmente no proporcionan ninguna infor-
mación adicional en comparación con los respectivos
estadísticos obtenidos directamente a partir de los mo-
delos ajustados utilizando el conjunto total de datos
(Kozak y Kozak, 2003). Por tal motivo, y debido a que
las decisiones deben tomarse con la información dis-
ponible, se ha optado por esperar a recoger nuevos da-
tos antes de llevar a cabo la validación del modelo.

Además de los estadísticos descritos, una de las ma-
neras más eficientes de evaluar la capacidad de ajuste
de un modelo es la inspección visual, por lo que se ana-
lizaron los gráficos de residuos frente a valores predi-
chos tanto para la ecuación de inicialización como pa-
ra la de proyección. Estos gráf icos son útiles para
detectar posibles tendencias sistemáticas de los datos
y para seleccionar factores de ponderación si fuesen
necesarios debido a la presencia de heterocedasticidad.

Resultados y Discusión

En la Tabla 4 se muestran las estimaciones de los
parámetros y los errores estándar aproximados obte-
nidos para cada ecuación mediante el procedimiento
de ajuste en dos etapas empleado. A partir de ellos se
calculó el valor aproximado del estadístico t de Stu-
dent y su valor de probabilidad asociado. Los pará-
metros b2 y b5 del modelo de Pienaar y Shiver (1986)
no resultaron significativamente distintos de cero a un
5% de probabilidad; lo mismo sucedió con el paráme-

σ̂ 2 =
yi − ŷi( )2

i=1

n

∑
n

AICd = n log σ̂ 2 + 2k − min n log σ̂ 2 + 2k( )

Radj
2 = 1−

n − 1( ) yi − ŷi( )2

i=1

n

∑

n − p( ) yi − y( )2

i=1

n

∑

EMC =
yi − ŷi( )2

i=1

n

∑
n − p

E =
yi − ŷi( )

i=1

n

∑
n
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Tabla 4. Estimaciones, errores estándar aproximados y contrastes de significación de los parámetros de los modelos analizados

Modelo Parámetro Estimación
Error estándar

t-valor Prob. > Abs(t)
aproximado

Clutter (1963) b0 –43,9912 1,173 –37,5 < 0,001
b1 5,8146 0,230 25,3 < 0,001
b2 –0,0581 0,014 –4,1 < 0,001

Bennett (1970) b0 4,8915 0,049 99,0 < 0,001
b1 –42,9001 0,813 –52,8 < 0,001

Souter (1986) b0 –47,2172 1,126 –41,9 < 0,001
b1 3,9912 0,609 6,6 < 0,001
b2 –0,0493 0,014 –3,6 < 0,001
b3 0,2507 0,078 3,2 0,002

Pienaar y Shiver (1986) b0 2,0249 0,015 135,0 < 0,001
b1 –145,861 27,614 –5,3 < 0,001
b2 –0,0055 0,154 0,0 0,971
b3 0,8501 0,147 5,8 < 0,001
b4 17,1568 3,924 4,4 < 0,001
b5 1,3511 4,010 0,3 0,736

Borders y Bailey (1986) b0 0,0621 0,017 3,6 < 0,001
b1 1,3761 0,070 19,6 < 0,001

Pienaar et al. (1990) b0 –1,9699 0,015 –134,0 < 0,001
b1 –19,2186 4,159 –4,6 < 0,001
b2 0,5171 0,111 4,7 < 0,001
b3 0,9448 0,149 6,4 < 0,001

Forss (1994) b0 2,1918 0,017 126,0 < 0,001
b1 –19,1613 4,771 –4,0 < 0,001
b2 0,7656 0,165 4,6 < 0,001

Hui y Gadow (1993) b0 –2,5082 0,016 –159,8 < 0,001
b1 0,9801 0,007 135,7 < 0,001
b2 –0,6601 0,315 –2,1 0,037
b3 0,0916 0,209 0,4 0,662

Bertalanffy-Richards (b0) b0 5,5778 0,095 58,8 < 0,001
b1 0,0396 0,009 4,3 < 0,001
b2 2,7504 0,452 6,1 < 0,001

Bertalanffy-Richards (b1) b0 65,1705 2,659 24,6 < 0,001
b1 0,0049 0,0001 92,6 < 0,001
b2 5,1542 0,554 9,3 < 0,001

Bertalanffy-Richards (b2) b0 73,8991 4,994 14,8 < 0,001
b1 0,0512 0,006 8,9 < 0,001
b2 52,6165 0,935 56,2 < 0,001

Korf (b0) b0 14,892 0,253 58,86 < 0,001
b1 21,276 6,883 3,09 0,002
b2 0,6985 0,171 4,08 < 0,001

Korf (b1) b0 92,3964 8,612 10,73 < 0,001
b1 1592,896 22,331 71,33 < 0,001
b2 1,3686 0,120 11,41 < 0,001

Korf (b2) b0 84,3693 6,962 12,1 < 0,001
b1 149,4731 49,968 3,0 0,003
b2 1,4984 0,009 168,5 < 0,001



tro b3 del modelo de Hui y Gadow (1993). En ambos
casos se trata de parámetros que acompañan a varia-
bles ya incluidas en otros términos del modelo.

En la Tabla 5 se exponen los estadísticos de com-
paración de los modelos analizados. A la vista de los
mismos se observa que al incluir en las ecuaciones de
proyección empíricas, derivadas de la misma expre-
sión matemática, variables independientes como la al-
tura dominante, el índice de sitio o el número de pies
por hectárea, mejoran las estimaciones. De este mo-
do, la ecuación de Souter (1986), que incluye la edad,
el índice de sitio y el número de pies por hectárea me-
jora los resultados de la ecuación de Clutter (1963),
que no incluye el número de pies, y esta última mejo-
ra los resultados de la de Bennett (1970), que depen-
de sólo de la edad. Idénticos resultados se obtienen con
las ecuaciones derivadas de la de Pienaar y Shiver
(1986), que mejora los resultados de las ecuaciones de
Pienaar et al. (1990), Forss (1994) y Borders y Bailey
(1986), aunque a costa de una excesiva parametriza-
ción que trae consigo problemas de multicolinealidad
que afectan a la significación de determinados pará-
metros, como ya se ha comentado.

Por otra parte, también se observa que en las ecua-
ciones derivadas a partir de verdaderas funciones de
crecimiento (Bertalanffy-Richards y Korf), el área ba-
simétrica y la edad iniciales, junto con la edad de pro-
yección explicaron prácticamente la misma variabili-

dad que las mejores ecuaciones empíricas, que inclu-
yen, en general, más variables independientes. Esto
puede ser debido a que la edad es la variable explica-
tiva más importante en las funciones de crecimiento
de variables de estado (entre ellas el área basimétrica)
para rodales regulares, pues condiciona los procesos
fisiológicos asociados al crecimiento. Así, aunque la
forma exacta de la curva de crecimiento acumulado
depende de la variable considerada, tiene siempre ca-
racterísticas similares para todas ellas, de manera que
las distintas etapas de la vida de una masa regular (ju-
ventud, madurez y senectud o vejez) se ven reflejadas
en la curva de crecimiento acumulado. Para los mo-
delos derivados de estas dos funciones de crecimien-
to, los peores resultados los proporcionaron las ecua-
ciones en diferencias algebraicas obtenidas al
considerar b0 como parámetro libre, es decir, cuando
se obtienen curvas de crecimiento en área basimétri-
ca proporcionales o anamórficas. En este caso el va-
lor del coef iciente de determinación ajustado de la
ecuación de proyección se redujo de 0,93-0,94 a 0,78
para el modelo de Bertalanffy-Richards, y de 0,92-0,93
a 0,78 para el modelo de Korf (ver Tabla 5).

Considerando todas las funciones de proyección
analizadas conjuntamente, los mejores resultados los
proporcionaron los modelos de Souter (1986), Clutter
(1963), Bertalanffy-Richards (con el parámetro b2 li-
bre) y Korf (con el parámetro b1 libre), que explicaron
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Tabla 5. Estadísticos de comparación1 de los modelos analizados

Modelo
Proyección Inicialización

E
–

EMC R2
adj AICd E

–
EMC R2

adj AICd

Clutter (1963) –0,103 7,1 0,945 18 –2,115 189,2 0,084 341
Bennett (1970) –0,247 10,1 0,922 41 –0,493 140,0 0,322 274
Souter (1986) 0,069 5,3 0,959 0 –2,552 186,4 0,098 340

Pienaar y Shiver (1986) –0,216 12,6 0,903 60 –0,249 41,1 0,801 0
Borders y Bailey (1986) –1,539 28,7 0,779 112 –0,565 86,7 0,580 167
Pienaar et al. (1990) –0,429 14,7 0,886 69 –0,234 45,3 0,781 22
Forss (1994) –1,329 23,8 0,816 101 0,670 65,8 0,681 105

Hui y Gadow (1993) –0,482 14,0 0,892 66 0,622 67,9 0,671 112

Bertalanffy-Richards (b0) –0,976 28,3 0,782 112 0,225 67,0 0,676 109
Bertalanffy-Richards (b1) 0,194 8,4 0,935 30 –1,998 66,4 0,679 107
Bertalanffy-Richards (b2) 0,071 7,7 0,940 24 0,496 66,0 0,681 106

Korf (b0) –0,979 28,4 0,781 113 0,243 66,6 0,678 108
Korf (b1) 0,205 8,5 0,935 30 –0,637 58,0 0,719 77
Korf (b2) 0,410 9,9 0,924 41 –1,470 140,3 0,321 274

1 Estadísticos calculados para la variable dependiente área basimétrica una vez deshecha la transformación logarítmica utilizada
para realizar los ajustes.



respectivamente el 95,9%, 94,5%, 94,0% y 93,5% de
la variabilidad total del área basimétrica proyectada.
Sin embargo, es importante destacar el pésimo resul-
tado mostrado por las ecuaciones de Souter (1986) y
Clutter (1963) en el ajuste de la ecuación de iniciali-
zación (con certeza debido a la metodología de ajuste
en dos pasos utilizada, en la que los parámetros com-
partidos de la ecuación de inicialización se sustituye-
ron por los obtenidos en el ajuste de la de proyección).
Estos malos resultados se deben a que el valor esti-
mado del parámetro b2 en el ajuste de la ecuación de
proyección de ambos modelos (parámetro que acom-
paña al índice de sitio) es negativo. Este signo está en
contra del comportamiento biológico que deberían
adoptar las ecuaciones de inicialización y de proyec-
ción, y se debe, posiblemente, al poco peso que tiene
el término del índice de sitio en la ecuación de pro-
yección, que se plasma en un valor muy cercano a ce-
ro aunque significativamente diferente (ver Tabla 4).
Otros trabajos que analizaron el crecimiento en área
basimétrica en masas de diferentes especies de pinos
(p. ej., Buckman, 1962; Bennett, 1970; Río, 1999;
Álvarez González et al., 1999) tampoco encontraron
significativa la inclusión del índice de sitio. Estos re-
sultados se ven alterados al ajustar los dos sistemas de
ecuaciones simultáneamente a costa de reducir de for-
ma notable la capacidad predictiva de la ecuación de
proyección. Así, realizando el ajuste simultáneo, las
ecuaciones de proyección pasaron a explicar el 86,2%
y el 87,7% de la variabilidad total para los modelos de
Clutter (1963) y Souter (1986), respectivamente, mien-
tras que para las ecuaciones de inicialización la varia-
bilidad explicada aumentó hasta el 68,3% y el 77,2%.

Por otra parte, los modelos de Bertalanffy-Richards
y Korf proporcionaron resultados aceptables en la

ecuación de inicialización (explicaron el 68,1% y el
71,9% de la variabilidad del área basimétrica, respec-
tivamente). El hecho de que incluyan el índice de si-
tio como variable explicativa unido al valor del pará-
metro que acompaña a esta variable demuestra que,
para las condiciones de masas poco o nada aclaradas
como las que se han analizado en este estudio, la pro-
ducción en área basimétrica es superior en las mejo-
res estaciones. Estos resultados concuerdan con los
obtenidos en otros trabajos de estimación del área ba-
simétrica en un determinado instante de tiempo (p. ej.,
Amateis et al., 1995; Tomé et al., 2001).

En todo caso, los modelos que mejores resultados de
inicialización proporcionaron fueron los de Pienaar y
Shiver (1986) y Pienaar et al., (1990), con valores del
coeficiente de determinación ajustado del 80,1% y el
78,1%, respectivamente. El comportamiento de estos
dos modelos con respecto a la ecuación de proyección
fue también aceptable, con unos valores respectivos del
90,3% y el 88,6% para el estadístico mencionado. Sin
embargo, teniendo en cuenta que la ecuación que se
considera más importante es la de proyección, y que
además dos de los parámetros del modelo de Pienaar y
Shiver (1986) resultaron no significativos, se escogie-
ron los modelos de Bertalanffy-Richards (con el pará-
metro b2 libre) y Korf (con el parámetro b1 libre) para
su análisis más detallado.

De este modo, se elaboraron gráficos de residuos
frente a valores predichos calculados para las ecuacio-
nes de inicialización (Figura 1) y proyección (Figura 2)
de estos dos modelos. En ellos se aprecia que no exis-
te ninguna tendencia sistemática de las observaciones,
por lo que la transformación logarítmica de las ecua-
ciones utilizada en el ajuste parece corregir la posible
heterocedasticidad. Por lo demás, los dos modelos pre-
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Figura 1. Gráficos de residuos frente a valores predichos para la ecuación de inicialización.



dicen la variable dependiente de una manera muy si-
milar, por lo que estos gráficos no son suficientes pa-
ra decantarse por ninguno de ellos.

Teniendo en cuenta el significado biológico de los
parámetros, en concreto el valor de la asíntota hori-
zontal para edades avanzadas, que toma valores de
73,9 m2 ha-1 y 92,4 m2 ha-1 respectivamente para los
modelos seleccionados de Bertalanffy-Richards y
Korf, y considerando que en una parcela se observó un
valor de área basimétrica de 74,2 m2 ha-1, finalmente
se optó por este último modelo y, por tanto, se propo-
nen las siguientes modificaciones del modelo de Korf
para inicializar y proyectar, respectivamente, el área
basimétrica en masas no aclaradas de Pinus sylvestris
procedentes de plantación en Galicia:

[12]

[13]

donde G es el área basimétrica (m2 ha-1) que se quiere
predecir a la edad t cuando no se dispone de datos de
un inventario, IS es el índice de sitio (m) estimado me-
diante la ecuación [2] para una edad de referencia de
40 años, G2 es el área basimétrica (m2 ha-1) a la edad
t2 de proyección, y G1 es el área basimétrica (m2 ha-1)
a la edad t1, que debe obtenerse preferiblemente a par-
tir de un inventario.

En la Figura 3 se representan las curvas de evolu-
ción con el tiempo del área basimétrica estimada para
masas con índices de sitio de 9, 13, 18 y 25 m, super-
puestas sobre las trayectorias de los valores observa-
dos en las parcelas medidas en dos ocasiones. En ella
se aprecia que el área basimétrica de los pies vivos de
dos parcelas disminuyó entre inventarios, debido al

elevado número de pies y a la avanzada edad de las ma-
sas, en las que la fuerte competencia entre los pies pro-
vocó una elevada mortalidad natural. Para el resto de
parcelas las curvas generadas siguen razonablemente
bien las trayectorias observadas.

Por último, dado que los datos a partir de los que se
ha elaborado este estudio no incluyen el efecto de cla-
ra, parecería recomendable la utilización de las fun-
ciones obtenidas únicamente en masas no aclaradas.
Teóricamente, cuando se realiza una clara en un rodal,
sus características de crecimiento y su dinámica pue-
den cambiar; sin embargo, en algunos ensayos de cla-
ras realizados en masas regulares no se han observado
diferencias en el crecimiento en área basimétrica por
unidad de superficie entre masas aclaradas y no acla-
radas de la misma edad, índice de sitio y área basimé-

G2 = 92, 40
G1

92, 40







t1 t2( )1,369

G = 92, 40e
− 1593 IS( )t−1,369
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Figura 2. Gráficos de residuos frente a valores predichos para la ecuación de proyección.
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Figura 3. Curvas de evolución con el tiempo del área basimé-
trica para masas con índices de sitio de 9, 13, 18 y 25 m (de aba-
jo a arriba, respectivamente), superpuestas sobre las trayecto-
rias de los valores observados en las parcelas medidas en dos
ocasiones.



trica (p. ej., Clutter y Jones, 1980; Cao et al., 1982;
Matney y Sullivan, 1982; Montero et al., 2001). Por
tanto, asumiendo esta hipótesis y a falta de datos de en-
sayos de claras que permitan corroborar el efecto de es-
tos tratamientos en el crecimiento en área basimétrica,
se sugiere también el empleo de las funciones ajusta-
das a masas aclaradas, siempre que se trate de claras
por lo bajo y con un peso no demasiado fuerte.

Conclusiones

De los resultados del ajuste de los modelos de pro-
yección de área basimétrica analizados se deduce que
la inclusión de nuevas variables regresoras (altura do-
minante, índice de sito o número de pies por hectárea)
en los modelos empíricos con la misma expresión ma-
temática mejora las estimaciones de la ecuación, si
bien puede llevar asociados problemas de multicoli-
nealidad debidos a la sobreparametrización. Por otra
parte, las ecuaciones derivadas de verdaderas funcio-
nes de crecimiento explican prácticamente la misma
variabilidad que las ecuaciones empíricas consideran-
do tan sólo el área basimétrica inicial y las edades ini-
cial y final de proyección como variables explicativas.

Con respecto a las ecuaciones de inicialización, las
estimaciones son, como era de esperar por ser un mo-
delo estático y por la metodología empleada, más ses-
gadas y menos precisas que las de las ecuaciones de pro-
yección. En determinados casos, la causa es la influencia
de los valores estimados para los parámetros comunes
en la ecuación de proyección, que afectan enormemen-
te a la capacidad predictiva de la ecuación de iniciali-
zación. En estos casos es conveniente analizar el resul-
tado obtenido en un ajuste simultáneo y plantearse la
importancia relativa de cada ecuación (proyección e ini-
cialización) dentro del modelo conjunto para decidir la
metodología de ajuste más conveniente.

Finalmente, se recomienda el empleo de las ecua-
ciones derivadas del modelo de Korf resuelto para el
parámetro b1, al presentar una asíntota más acorde con
los datos observados en las masas muestreadas.
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